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Sparse representation

Recognition          Surveillance       Search and Ranking     Bioinformatics

The blessing of dimensionality:
… real data highly concentrate on low-dimensional, sparse, or degenerate 
structures in the high-dimensional space.

The curse of dimensionality: 
…increasingly demand inference with limited samples for very high- 
dimensional data.

But nothing is free: Gross errors and irrelevant measurements are now 
ubiquitous in massive cheap data. 
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Sparse representation
– Sparse coding
– Optimization for sparse coding
– Dictionary learning
– Recent advances in Computer Vision

Sparse methods on matrices
– Matrix completion (pLSA, collaborative filtering)
– Matrix factorization (topic model, LDA, low-rank)
– Some applications



Sparse coding
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欠定线性方程组:

Sparse representation

有无穷多组解

对解x加约束：比如
 
(x中非零元素的个数)尽可能小

即求解如下优化问题：

http://www.cvchina.info/wp-content/uploads/2010/05/sparse.png


Sparse coding
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2003~2004年，Donoho
 

& Elad做了一个很漂亮的证明，如果矩阵
 A 满足:             (     为最小的线性相关的列向量集所含
 的向量个数)，上文提及的0范数优化问题具有唯一的解。

2006年，Tao和Donoho的弟子Candes合作证明了在RIP条件下，0
 范数优化问题与以下1范数优化问题具有相同的解(凸的):

RIP条件是对于矩阵列向量正交性的一种衡量。



Sparse coding
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进一步可以考虑含噪声情况:可以得到相似的结果

Two interpretations:

• Compressed sensing: A as sensing matrix

• Sparse representation: A as overcomplete dictionary

问题表达为:



Sparse coding
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Optimization for sparse coding
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求解信号稀疏分解的优化问题：



Optimization for sparse coding ― Greedy Algorithms
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每次寻找与残差相关性最大的字典原子，
 以此原子更新编码和残差。



Optimization for sparse coding ― Greedy Algorithms
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每次寻找能够最大地减
 小目标函数的字典原子
 加入到编码基元中，并
 用正交投影更新残差。



Optimization for sparse coding ― Greedy Algorithms
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Lasso

变为l-1 norm regularization，直接求导获得最优条件。



Optimization for sparse coding ― Homotopy and LARS
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拉格朗日乘子法:未知拉格朗日乘子λ

当正则化项有比较nice的性质时，如piecewise linear, 
piecewise quadratic，即objective function是λ的分段线性函

 数，这时能够比较好的求解。



Optimization for sparse coding ― Soft-thresholding
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拉格朗日乘子法:已知拉格朗日乘子λ，优化无约束凸优化问题



Dictionary learning
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未知矩阵A，如何构造A，使得这一字典（矩阵）下
 

的表示最稀
 疏。即为如下优化问题:

Sparse representation

这个优化是非凸的（优化变量相乘）。
block descent(batch)：首先固定A ，优化

 
xi（相当于多个独

 立的1范数优化问题）；其次将计算出的
 

xi固定，优化A ，这就
 是一个（可能带约束）的least square问题。如此反复，直到算
 法收敛到某个（局部）极小值。



Recent advances in Computer Vision

15/15/Sparse representation



Recent advances in Computer Vision
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Recent advances in Computer Vision
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图像分类普通的字典和SC学到的字典对比:普通字典包含大量的纹
 理细节信息，视词内容仍然为低层图像内容；SC字典包含都是边缘
 线条信息，基向量内容已经变成抽象高层图像特征，这使得稀疏编
 码后特征的区分能力更强。

Sparse representation
普通字典 SC字典



Recent advances in Computer Vision
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Recent advances in Computer Vision 
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Structured sparsity
• 由于稀疏字典的过完备性，冗余基的存在使稀疏解不唯

 一，相似特征可能被量化的不同的子空间中，出现相似特
 征的输出编码一致性问题。



Recent advances in Computer Vision 
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Structured sparsity
• 字典原子杂乱，无序，不利于编码的分析处理和

 字典的扩展



Recent advances in Computer Vision 
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Structured sparsity
• 结构稀疏性对字典作出约束，使其符合一定的规

 范

• 学习过程中使字典原子嵌入的预先指定的结构
 中，比如分组稀疏，树结构稀疏等

• 相似图像具有相似的稀疏模式



Recent advances in Computer Vision
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Structured sparsity
树结构等级字典，对任何输入信号x
的稀疏编码中，非零系数的父节点总是
非零的，而零系数的所有支节点都是
零。

低频特征更靠近根节点
高频特征更接近叶子节点
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Sparse representation
– Sparse coding
– Optimization for sparse coding
– Dictionary learning for signal reconstruction
– Recent advances in Computer Vision

Sparse methods on matrices
– Matrix completion (pLSA, collaborative filtering)
– Matrix factorization (topic model, LDA, low-rank)
– Some applications



Matrix reconstruction
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在很多的具体问题中，信号或者数据往往可以用矩阵来表
 示，使得对数据的理解、建模、处理和分析更为方便。然而这

 些数据经常面临缺失、损坏、受噪声污染等等问题。如何在各
 种情况下得到干净、准确、结构性良好的数据，就是矩阵重建
 所要解决的问题。

大致来讲，矩阵重建分为矩阵填充（Matrix Completion）和
 矩阵恢复（Matrix Recovery）两大类。前者主要研究如何在数
 据不完整的情况下将缺失数据进行填充，后者主要研究在某些

 数据受到严重损坏的情况下恢复出准确的矩阵。

Sparse methods on matrices



Matrix completion 
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矩阵填充（Matrix Completion）考虑的是这样一个问题，对于某
 个矩阵，我们只能采样得到矩阵的一部分元素，其它一部分或

 者大部分元素由于各种原因丢失了或无法得到，如何将这些空
 缺的元素合理准确地填充。即求解如下优化问题：

Sparse methods on matrices

这个模型的意义是说，将空缺的元素填充之后使得矩阵的结构
 尽可能好，即秩尽可能低。然而不幸的是，这是一个NP-Hard的

 问题，在理论和实践中，均只存在指数复杂度（相对于矩阵维
 数n）的算法



Matrix completion 

26/26/

我们知道，一个矩阵的秩r与它的非零奇异值的个数相同。于是
 有一个选择是用矩阵的奇异值的和，即核范数，来近似地替代

 矩阵的秩：

Sparse methods on matrices

由于核范数是凸的而零范数并非数学意义上的范数，于是原来
 的问题就转化为一个凸优化问题，但它仍然是一个比较难计算
 的问题，可以考虑通过各种迭代法，尤其是梯度法进行求解。
 关于这种近似理论上的可靠性，有一些相关证明。



Matrix completion 
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Algorithm 表达 备注

Singular Value 
Thresholding

求解原

 问题的

 近似问

 题

Accelerated Proximal 
Gradient

无约束

 优化问

 题

ALM

部分增

 广拉格

 朗日函

 数

…… …… ……

http://www.acm.caltech.edu/~emmanuel/papers/SVT.pdf
http://perception.csl.uiuc.edu/matrix-rank/Files/rpca_algorithms.pdf
http://perception.csl.uiuc.edu/matrix-rank/Files/Lin09-MP.pdf


Matrix factorization 
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矩阵恢复是指当矩阵的某些元素被严重破坏后，自动识别出被
 破坏的元素，恢复出原矩阵。同样，假定原矩阵有非常良好的
 结构，即是低秩的；另外，假定只有很少一部分元素被严重破
 坏，即噪声是稀疏的但大小可以任意。于是矩阵恢复可用如下
 优化问题来描述：

Sparse methods on matrices

用矩阵的核范数近似秩，矩阵的1范数来近似零范数，转化为凸
 优化问题：



Matrix factorization 
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Algorithm 表达 备注

Iterative 
Thresholding

此问题

 的解近

 似于原

 问题

Accelerated 
Proximal Gradient

无约束

 优化问

 题

ALM

部分增

 广拉格

 朗日函

 数

…… …… ……

http://perception.csl.uiuc.edu/matrix-rank/Files/rpca_algorithms.pdf
http://perception.csl.uiuc.edu/matrix-rank/Files/Lin09-MP.pdf


Some applications 
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矩阵填充的一个著名应用是Netflix推荐系统。Netflix是世界上
 最大的在线影片租赁服务商，从2006年10月份开始举办Netflix大
 奖赛。它公开了大约一亿个1～5级的匿名电影评级，来自大约48
 万个客户对1.8万部电影的评价，比赛要求参赛者预测Netflix客户
 分别喜欢什么影片。

这是一个典型的矩阵填充问题，即矩阵的每一行对应某个用户
 对电影的评级，每一列表示某电影在所有用户中的评级，但是每
 个用户只可能对一部分电影进行评价，所以我们可以通过矩阵填
 充得出用户对每部电影的喜好程度。

假设现在有m个用户和n部电影，如果把所有评分列成一张大
 表，可以得到矩阵

 
。

Sparse methods on matrices



Some applications

31/31/

评级矩阵。

Sparse methods on matrices

http://www.cvchina.info/wp-content/uploads/2010/06/cfilter.jpg


Some applications
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由AT&T实验室成员组成的BellKors
 

Pragmatic Chaos提出的
 collaborative filtering 算法比较有效的解决了上述问题，并赢得了

 100万美元。表示为数学形式即为矩阵填充问题：

Sparse methods on matrices

解释起来就是，存在一个latent factor空间，不同的用户群体
 位于这个latent factor空间的不同位置，体现了不同用户的喜

 好。如果可以把用户喜好连同潜在的latent factor一同计算出
 来，预测也自然水到渠成了。从某种角度来看，奇异值分解过

 程也就是上述的剥离latent factor和用户喜好的过程
 

。



Some applications
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由

Sparse methods on matrices



Some applications
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由

Sparse methods on matrices



Some applications
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左奇异矩阵表示给定主题
 下的词项概率分布，右奇异
 矩阵表示给定主题下文档的
 概率分布。

这样将文档和词都转化到
 了主题空间，即实现了降

 维，有利于进一步的聚类、
 相似查询等操作。

Sparse methods on matrices

SVD

http://images.cnblogs.com/cnblogs_com/LeftNotEasy/201101/201101192226389491.png
http://images.cnblogs.com/cnblogs_com/LeftNotEasy/201101/20110119222640769.png


Some applications
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LSA不是概率生成模型，LSA以最优低秩逼近为优化的目标，而
 pLSA以观测值的似然值为优化目标。pLSA是LSA的概率扩展。



Some applications
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Some applications
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由矩阵填充还可以用于视频去噪。根据某一像素值是否背离同一
 位置处所有像素的“均值”判定该点是否可靠，进而用矩阵填充
 来得到那些被噪声污染的像素。

Sparse methods on matrices



Some applications ―
 

Background modeling from video

39/39/Sparse methods on matrices

Video Low-rank appx. Sparse error
Static camera 
surveillance video

200 frames, 
72 x 88 pixels,

Significant foreground
motion
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Some applications ―
 

Document analysis

41/41/Sparse methods on matrices



42/42/Sparse methods on matrices
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